Sujet 4 (Bac S)

Exercice 1 (Courbes paramétrées)

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ;
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) , l’unité graphique étant 1 cm.

1) Soit (C) la courbe dont une représentation paramétrique est :
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a) Montrer que (C) est symétrique par rapport à l’axe des abscisses.

b) Etudier conjointement les variations des fonctions f et g sur [0 ;+
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c) Préciser la tangente au point de paramètre t = 0.

d) Tracer la courbe (C) .

2) Soit (P) la parabole d’équation y2 = 4x

a) Vérifier qu’une représentation paramétrique de (P) est :


[image: image6.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

t

t

y

t

t

x

2

)

(

)

(

2

 , t 
[image: image7.wmf]Î

 [image: image8.jpg]


 .

b) Tracer (P) dans le même repère que (C) .

c) Soit (Dt) la tangente à (P) au point Mt de coordonnées (x(t),y(t)) .

Soit ((t) la perpendiculaire à (Dt) au point Mt .

Montrer qu’un équation cartésienne de ((t) est :

Y = -tX + t3 + 2t .

d) Pour t ( [image: image9.jpg]


 \ { 0 } , ((t) coupe l’axe des abscisses en un point At et l’axe des ordonnées en un point Bt. On appelle It le milieu du segment [AtBt] .

Exprimer en fonction de t les coordonnées du point It .

Quel est l’ensemble des points It lorsque t décrit [image: image10.jpg]


 \ { 0 } ?

Exercice 2 (Obligatoire)(Probabilités : variables aléatoires,espérance)

Un joueur dispose d’une urne contenant 3 boules rouges, 4 boules blanches et n boules vertes ( 0 ( n ( 10 ) . Les boules sont indiscernables au toucher.

1) Le joueur tire au hasard une boule de l’urne.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a) R : «  La boule tirée est rouge » ;

b)  B : «  La boule tirée est blanche » ;

c)  V : «  La boule tirée est verte  » .

2) Le joueur décide de jouer une partie.Celle-ci se déroule de la manière indiquée ci-dessous .

Le joueur tire une boule de l ‘urne :

· Si elle est rouge, il gagne 16F ;

· Si elle est blanche, il perd 12F ;

· Si elle est verte, il remet la boule dans l’urne, puis tire une boule de l’urne :

· si cette boule est rouge, il gagne 8F ;

· si cette boule est blanche, il perd 2F ;

· Si cette boule est verte, il ne perd rien et ne gagne rien .

Les tirages sont équiprobables et deux tirages successifs sont indépendants.

Au début de la partie, le joueur possède 12F. Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur la somme que le joueur possède à l’issue de la partie (un tirage qu deux tirages selon le cas).

a) Déterminer les valeurs prises par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Montrer que l’espérance mathématique de X est 12+16
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3) On considère la fonction f définie sur l’intervalle [0 ; 10] par 

f(x) = 
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Etudier les variations de f .

4) En déduire la valeur n pour laquelle l’espérance mathématique de X est maximale.Calculer cette valeur maximale (On donnera le résultat sous la forme d’une fraction irréductible) .

Exercice 2 (Spécialité)(Arithmétique : divisibilité)

1) Démontrer que, pour tout entier naturel n : 23n – 1 est un multiple de 7 ( on pourra utiliser un raisonnement par récurrence) . 

En déduire que 23n + 1 – 2  est un multiple de 7 et que 23n + 2 – 4  est un multiple de 7. 

2) Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3) Le nombre p étant un entier naturel, on considère le nombre entier : 

Ap = 2p + 22p + 23p .

a) Si p = 3n, quel est le reste de la division de Ap par 7 ?

b)  Démontrer que si p = 3n + 1 alors Ap est divisible par 7 .

c) Etudier la cas où p = 3n + 2 .

5) On considère les nombres entiers a et b écrits dans le système binaire : 
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Vérifier que ces deux nombres sont de la forme Ap .

Sont-ils divisibles par 7 ?

Problème

On considère les fonctions f et g définies sur [image: image16.jpg]


 par : 

f(x) = 
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On note (C) et (() les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repère orthonormal (O;
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) ( unité graphique : 4 cm).

Partie A : Etude des fonctions f et g 

1)a) Etudier les variations de f sur [image: image20.jpg]


 .

             b) Calculer les limites de f en +( et - ( . Préciser les éventuelles asymptotes à (C) .

c) Prouver que le point ( de coordonnées (0 ;
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1

) est centre de symétrie de (C) .

d) On note (T) la tangente à (C) au point ( . Déterminer le coefficient directeur de (T).

e) Représenter (T) et (C) .

2)

  a)

      En observant que, pour tout nombre réel x , on a g(x) = f(-x), montrer que (() est l’image de (C) par une symétrie que l’on déterminera.

b) Vérifier que, pour tout nombre réel x, on a f(x) + g(x) = 1 .

En déduire que (() est l’image de (C) par une autre symétrie que l’on déterminera.

c) Déterminer le coefficient directeur de la tangente (T ’) à (() au point ( .

d) Représenter (T ‘) et (() sur la figure de la question 1 . 

Partie B : Calcul d’une aire

On note I = 
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1) En utilisant l’égalité de la question A2)b) , calculer I+J .

2)a) Montrer que, pour tout nombre réel t, 
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b) En déduire une primitive G de g sur [image: image26.jpg]


 , puis la valeur de J.

3)Calculer la valeur de I.

4)a) Prouver que, pour tout nombre réel x appartenant à [0 ;+( [ ,

f(x) ( g(x) .

b) On note ( l’ensemble des points du plan dont les coordonnées (x,y) vérifient :
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On note A l’aire, exprimée en cm2, du domaine ( .

Exprimer A en fonction de I et J.

Donner une approximation décimale de A à 10-2 près.

Partie C : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On considère les fonctions h et H définies sur [0 ;+([ par :

h(x) = ex ln(1 + e-x) et H(x) = 
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b) En déduire que H est strictement croissante sur [0 ;+ ([ .

2) On note h ’ la fonction dérivée de h.

a)Vérifier que, pour tout nombre réel x appartenant à [0 ;+ ([ ,  

h(x) = h ’(x) + g(x) .

b) En déduire H(x) en fonction de x .

3)a) Vérifier que, pour tout nombre réel x appartenant à [0 ;+ ([ ,

h(x) = 
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 . En déduire la limite de h en +( .

b) Déterminer la limite de H en +( .

Prouver finalement que 
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 (H(x) – x ) = 1 – 2ln2 .

Interpréter graphiquement ce dernier résultat .
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