Principales structures :
groupe, anneau, cor ps,

algebre.

1) L ois de composition :

Dé&f : Soit E un ensemble. Une loi de composition
interne sur E est une applicationde E” E dansE.

Déf : Soit K et E deux ensembles. Uneloi de
composition externe sur E ( définie apartir de K) est
une applicationde K = EdansE.

Exples:

- DansZ , + et . définissent des lois de
composition internes.

- Soit X un ensemble non vide, soit E I’ ensemble
des applications de X dans X .

Soit o lacomposition des applications. o est uneloi

de composition interne sur E

E"E® E,(fg—~fog.

Sur E , on peut définir une loi de composition
externe .



N°""E® E,(nf)»fofo...of (nfois)

II) Loisdecomposition interne:

Notations: + : notation additive .
., * ) notations multiplicatives .

E muni d’ une loi de composition interne . (A gauche,
loi additive, adroite, loi multiplicative)

Déf : Laloi est dite commutative si pour tous X,y de
E:

X+y=y+X ; X.Yy=Yy.X

Déf : Laloi est dite associative si pour tous X,y de E :

X+(y+z)=(x+y)+z ; x.(y.2=(X.y).z

Déf : Lalol admet un é ément neutre ;

$0c1 E," x1 E,x+0z=0g+x=x; $11 E
"x1 E,Xx.1g=1c. X=X

En particulier :

Og+ 0 = O ;o le  le=1¢



Théoreme: S laloi admet un élément neutre, ce
dernier est unique.

Exples:
- DansZ, 0 est ément neutre pour laloi + , 1
est élément neutre pour laloi

- Dans E , ensemble des applications de X sur X (
X non-vide), Idy est é ément neutre pour laloi 0.

Déf . On suppose que E admet un éément neutre. On dit
gue X de E admet un opposé s'il existey de E tel que : x
+y=y+x=0.

On dit que x de E admet un inverse s'il existey de E tel
quex.y=y.x=1g.

Theoreme: (ennotation” )
Si laloi est associative , admet un élément neutre et si X
est inversible, aors son inverse est unique.

Notations: Enloi ~ , I'inversedex senote x ™ .
Enloi +, |’oppose de x se note —x .

Théoreme : (en notation multiplicative)
On suppose que laloi admet un élément neutre et que x
deE est inversible.
"vyzl E:
() &x.y=x.z7) U (y=2
i) ((y.x=z.x) U (y=2



111) Groupes:

1) Généralités:

Déf . Soit G ensemble muni d’'une loi de composition
interne notée + . On dit que (G,+) est un groupe s :

+ est associative
-+ admet un éément neutre
- tout éléement admet un oppose

On définit de méme un groupe en notation
multiplicative . ( on change oppose en inverse)

Si de pluslaloi est commutative, on dit que le groupe
est abélien .

Remarque : S (G,+) est un groupe, alors G * A car G
admet au moins |’ é ément neutre..

Propriétés élementaires :
(notation+)" a, b, cl (G, +)

(1) (a+b=a+c)ss (b=c¢)
(i) (@a=b+c)ss(a—c=Db)



(notation.) " a b,cl (G, )
() (=ac)ss(b=c)
(i) (ba=ca)ss (b=c)
(i) (a=bc)ss (ac™ =h)
(iv) (a=bc)ss (bra=c)

Exples:
(Z,+),(R", ) sont des groupes abéliens.

Soit X un ensemble non-vide. Soit E I’ ensemble des
bijections de X dans X, alors (E, 0) est un groupe.

2) Lesnotationsx"etnx (nl Z,x1 G):

Déf . On considere G, groupe multiplicatif
i X X ... x(nfois,s nd1)
nl Z,x1 G: x'= |l X x ... x(n foissi nE- 1)
:
f 15 (s n=0)

Remarques :
. X' (pour n = -1) est encore l'inverse de x .

. XO:].G:].Gn(" nT Z)

Prop :
O x'=x(" xI G



i) O)"=x"" xI G)(" mnl 2)
i) x™"=x".x"(" xI G)(" mnl 2)

Conséquencedu (ii): X H)"=x"=x"" (" nl 2)

Prop: (" x,y1 G),xy=yx b (xy)"=x".y" (" nl
Z)

Déf . On considere G, groupe additif.

i X+x+..+x(nfois,s n3l)
nl Z,x1 G: n.x= !-x—x.-x...-xdn\ fois,s nE- 1)
.
i

Og S n=0

Remarques: (-1)x = -x

0.x=0s=n"0s (" nl Z) (ATTENTION:
Ol Z,aorsque0gl G)

Prop :

MH1.x=x (" x1 G) (ici1l 2Z)

(i) m(nx) = (mn)x (" xT G," mni Z)
(i)M+nx=mx+nx (" xI G," mnl Z)
(Vymx+y)=mx+my (" xyl G," nl Z)



Remarque : Lespropriétés (i), (ii) , (iii) et (iv) nous
disent que G est un Z —module.

SiX{, %X, ..., %1 G, xestcombinaison linéaire des
(Xi)1zien Acoefficients entiersss -

(I )gien ! Z,X=1 X+ 2%+ ..+ 1 X,

3) Les sous-groupes :

On considere G groupe multiplicatif .

Déf : H ,sous-ensemble de G ,est un sous-groupe S :
- H A
(" xyl H), xyl H
(H, .) est un groupe

Prop : (H : sous-groupe de G)
i) 1g1 H et 1g=1,
(i) (" xI H) ,x1 H(cestauss soninverse
dans le groupe H)
i) (" xI H) (" nl 2), x"1 H.

Prop: ( G: groupe multiplicatif, H un sous-ensemble
deG)
L es propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) H est un sous-groupe de G

i) -H A



-(" xyl H),xyl H

-(" xT H),x™*l H
() -H? A

(" xyl H,xy™*T H

Déf . ( on considere G groupe additif)

Soit H sous-ensemble de G. H sous-groupe s :
- H AE
(" xyl H,x+yl H
- (H, +) groupe

Prop : ( H sous-groupe de G)
G abdlien b H abélien

Prop . ( H sous-groupe de G) ( G groupe additif)

() Ogl HetOg=0y.

(i) (" xT H), -xI H(cestaussi son opposé
dans le groupe H)

i) (" xI HC nl 2 nx1 H

(iv) SiX:,X,..,X | H,aorstoute
combinaison linéairel (x; +1 %, + ... +1 X,
(I;T Z) est dansH.

Prop : ( G groupe additif, H sous-ensemble de G)
Les propriétés suivantes sont equivalentes :



(i) H est un sous-groupe de G
i) -H A
- (" xyl H,x+yl H
- (" xI H),-xI H

Sous-groupestriviaux .~ Soit G groupe. H =G est un
Sous-groupe .

S G multiplicatif : H={ 15} est un sous-groupe de G
S G additif : H={ 0O} est un sous-groupe de G

Convention : H sous-groupe propredeGs H?!® G.

Prop : Soit G groupe et H un sous-groupe .
(i)  Tout sous-groupe de H est un sous-groupe de
G
(i)  Sous-groupes de H = les sous-groupes de G
contenusdansH .

Exple:
n31, U,={zl C\{0},Zz"=1} estun sous-groupe
de (C\{0}," )

Déf . Soient G, , G, ..., G, n groupes multiplicatifs.



OnposeG=G; G, ..." Gy ={ X = (Xg,Xa,..0 %) / X |
G; }. G est appelé produit direct des groupes Gy,...,G, .

Prop :

(1) (G, .) est un groupe

()  1e=(1le,le....1en)

(i) X=(Xi,.... %) GP x*=(x" ..., %)

(iv) X=(X1,...,%)] Geml Zb x™=(x",
ey X

(v) S lesG sont tous abéliens, alors G est
abélien .

Remarque : On peut ,bien sir, traduire ladéfinition et la
proposition précédente avec G; groupes additifs .

4YHomomorphisme de groupes :

Déf . Soient (G, *), (G, ) deux groupes,f:G® G
, une application.

On dit que f est un homomorphisme de groupes (pour
leslois* et ") g :

" )1 G, f(x*y) =)~ f(y)

Soient (G, ") et (G, ") deux groupes multiplicatifs. f :
G® G .f est un homomorphisme de groupes s :



" 1 G, f(xy) = (x)f(y)

Prop: f:G® G, homomorphisme de groupes

multiplicatifs.
Alors:
i) f(le)=1

@i ¢ xI G, fx)=(fe))™.
Gi) (¢ x1 Q)¢ nl 2) ,f X =FX)".

Déf: (G,+), (G ,+):groupesadditifs. f:G® G’ .
f est un homomorphisme g :

(" xyl G),f(x +y)=1(x) +f(y)

Prop: f:G® G, homomorphisme de groupes
additifs.
Alors:

(i)  f(0s) =0s

i) (" xI G) f(-x) = -f(X)

(i) (" xI G (" nl 2),f(nx) =nf(x)

iv) (" Xi,....%]1 G)(" n,....,ns1 Z),

f(nlxl + ...+nsXs) - nlf(X1)+...+nSf(Xs)

5) Action des homomorphismes sur |es sous-
Qroupes :




Déf: f:G® G, homomorphisme de groupes.

Noyau def=Kerf={ f*({0s})} (en notation
additive)

={ f7{1c}) } (en notation
multiplicative)

DoncKerf={ x1 G/f(x)=0g } (notation additive)
etKerf={x1 G/f(x)=1g } (notation multiplicative)
Prop :
()  L’image par f de tout sous-groupe H de
G est un sous-groupe H' =f(H) de G’ .
(i) Imf=1f(G) est un sous-groupe de G’
(i) Quel que soit H’ sous-groupede G’ , f™

(H') est un sous-groupe de G.
(iv) Kerf est un sous-groupedeG.

Prop: Soitf:G® G’ , homomorphisme de groupes.

. finjectif U Ker f={0g}
. faurjectif U Imf=G’

Déf . Soitf: G® G’ , homomorphisme de groupes.

. S G =G, f est un endomorphisme .




- S f est hijectif (=injectif+surjectif) , f est un
Isomorphisme..

- S f est unisomorphismeet que G =G, aorsf est
un automorphisme .

Si il existe unisomorphismeentreG et G' , ondit que G
et G’ sont isomorphes. Et on note: G» G’

Prop: Soitf: G® G’, un homomorphisme de groupes
surjectifs.
Alors, G abélien b G’ abélien.

Corollaire: S G» G’ ,dorss I'un est abdlien, |’ autre
|’ est ausy.

Prop:. Soient G et G, deux ensembles munis chacun
d’une loi de composition interne.

Soitf: G® G’, un homomorphisme surjectif.

Alors, st G est un groupe, G’ I’ est auss.

6) Quotient d’ un groupe abélien par un
SOUS-groupe :

G groupe (pas forcément abélien) , H sous-groupe.
Relation binaire A sur G: Soientx,y I G.
xAyU xy™?1 G
( en notation additive : x A yU x—y1 H)



Lemme 1: A est une relation d’ équivalence.
Convention: Six1 G, x =classede x moduloH .

G/A senote G/ H :ensemble quotient du groupe G
par |e sous-groupe H.

Prop :
() G/H={a=x/x1 G}
i) (" xyl G, x=yU xy?' 1T H(U x-yI
H, en notation additive)
i) (" xI G),x=1U xI H(x=0U xI H,
en notation additive)

a,bl G/H:a=x ,b=y (xyl G
On pose : g= xy ( en notation additive : g= x+y )

Lemme 2 : Si G est abélien, gne dépend pas du choix de
Xety.

g dépend uniquement dea et deb . D’ ou uneloi
de composition internesur G/ H:g=ab (en
notation multiplicative) et g=a + b (en
notation additive)



Prop :

- S G est abélien multiplicatif, alors
I’ensemble G / H est muni d’une
multiplication qui vé&rifiexy = xy (" X
| G)

- S G est abélien additif , alors |’ ensemble
G/ H est muni d’ une addition qui vérifie
x+y = x+y (" xyl G)

Prop : (G abédien multiplicatif)

: (G/H , ) est un groupe abélien
xT G)bp al=y!
xT G),nl Zpb a"=y

Rappel : xT HU x=1=1g,4.

Prop : ( G groupe abélien additif)
- (G/H,+) est un groupe abélien

'OG/H_OG A
o) =x (" xT G
- xT G,nl Z,n(X)=mx (" xI G)

Rappel : xT HU x=0=0g,4 .

Déf . Le groupe (abdlien) G/ H ains défini s appellele
groupe quotient de G par H.




L' application] :G® G/H,x —x Sappelle
|’ homomorphisme canoniquede G dans G/ H .

Prop : L’ homomorphisme canonique est un
homomorphisme surjectif, de noyau Kerj = H

Remarque : Si G non-abélien, le lemme 2 est encore
vrai, acondition de faire une hypothese « speciale » sur
H ( H doit étre sous-groupe distingue).

7) Indice d’ un sous-groupe, théoreme de
Lagrange :

Rappel : Soitf: E® F, application surjective.
Efini P FfinietCadF £ Card E

Notation: CardE=| E |

G groupe, pas forcément abélien, fini.

Convention: |G |=ordredeG1 N E {+¥} (Cas
général)

H sous-groupe de G. H est d' ordrefini avec |H | £ | G|

G / H (ensemble quotient) est un ensemble fini
(carj :G® G/H, X~ x est une application surjective
).



Déf: | G/ H |Sappelel’indicedeH dans G.

Notons|G/H |=[G:H]
Lemmel:x1 G,x={y=hx/hl H}
Lemme2: (" x1 G),|x|=|H]|

Théoreme : Soit G groupe fini, H sous-groupe de G .
Alors, |G |=[G:H]|H]

Remarque: |G|,|H]|,|G/H|T N
Corollaire ( Théoreme de Lagrange) :

S G groupe fini (pas forcement abélien), et si H est un
sous-groupe de G alors: | H | divise| G | (dans N")

8) Propriété universelle et théoreme
d’ 1somorphisme :

G groupe abélien, H sous-groupe de G .
j I”’homomorphisme canonique associé.

Theoreme : (propriété universellede G/ H)
Soitf:G® G’ , un homomorphisme de groupe abélien.

N=Kef.
SupposonsH I N ..



Alors:
- Il existe une unique application f :G/H® G
telleque: (" x1 G), T(x)=1(X)
- f est un homomorphisme de groupes
- Im(f) =Im(f)
. Ker (f)=) N)={ x/x1 N}I G/H

Théoreme d’isomorphisme :
Soitf: G® G, un homomorphisme surjectif de
groupes abdliens. Soit H = Ker f
Alors G/ H » G’ par I'isomorphisme
f:G/H® G, x - f(X).

9) Groupes monogenes, groupes cycliques:

Soit G groupe multiplicatif , al G.

Prop:<a>={a"/nl Z} estunsousgroupedeG .
|l contient a, et ¢’ est |e plus petit sous-groupe de G qui
contient a.

Remarque : Dansle cas additif , <a>={ na/nl Z}

Déf : Le groupe G est monogene s'il existe ade G tel
queG=<a>

( En notation multiplicative, G ne contient que des
puissances de a et en notation additive, G ne contient
gue des multiples de a).




On dit que G est engendré par a ou que a est un
générateur de G .

Déf . S G est fini, on remplace monogene par cyclique.

Exples:

1.Z={n" 1/n1 Z} est monogéne, non-cyclique,
engendré par 1.
1 et —1 sont les seuls générateurs de Z (comme groupe
monogene).

2.(nT N) U,={z/z"=1} = sous-groupe
multiplicatif de C" .

a= e;inp_

par a.

Il est cyclique,car |U,[=n

, U, ={d/kT Z} est monogéne, engendré

Prop : Si G est cyclique ,alors G est abélien .

Prop: Soitf: G® G, homomorphisme surjectif de
groupes . G monogene (ou cycligue) engendre par a,
alors G’ est monogene (ou cyclique) engendré par f(a) =
a (imagepar f dea).



Sous-groupes de Z :

Théoreme : Tout sous-groupe de Z est de laforme nZ,
nl N).

10) Les groupes quotients Z/ nZ :

SoitnT N, H =n Z sous-groupe de Z
On considére le groupe quotient Z/ nZ = {x/x1 Z}

Prop: Z/nZestungroupefinidordre|Z/nZ|=n
Enfat,Z/nZ={01,.n-1}

Prop: (Z/nZ,+) est un groupe cyclique (d' ordre n)
ayant pour générateur 1 .

11) Ordre d’' un édément :

G : groupe multiplicatif (pas forcément abélien) al G

Déf : aest d ordrefini Sil existende N’ tel quea’=1.
Le plus petit entier nde N” tel que @’ = 1 S appelle
|"ordre de a.

Notation : ordre de a= 0(a)



Déf : aestd ordreinfinis (" n1 N),a'* 1.
o(a) =¥ .

Supposons maintenant G additif :

Déf : aest d ordrefini ou detorsion S'il existe un entier
ndeN’ tel que: na=0g.

Le plus petit entier nde N” tel que na= 0g s appelle
alors|’ordrede a.

Notation : o(a)

Déf : aest d ordreinfini ou est sanstorsion, s (" nl
N, nat Og.
o(a) =¥ .

Soitf:Z® G, n f(n) =4d' (en notation
multiplicative) et f(n) = na (en notation additive)

f est un homomorphisme de groupeset Imf =<a>

Remarqued’ ordregénéral : Soitf : E® E’ application
F=Imf={fx)/x1 E}I E .
On peut considérer f : E® F, aorsf devient surjective

Considérons, dansnotrecas, f: Z® <a>=H (sous
groupe de G engendré par a)



D’ apres laremarque précédente, f est un
homomorphisme surjectif .

Lemme:
- S o(@=%¥,aosKerf={0}
- So(@=d<+¥ ,(d31),dorsKerf=dZ

Prop : ( en notation multiplicative)
Supposons o(a) = ¥.
- H =< a> est isomorphe aZ par I’isomorphisme
Z® H=<a>,n- f(n)=4d".
. < a>est un groupe monogene infini.
. Lesd'(n1 Z) sont 2 &2 distincts .

Remarque : On obtient |laméme proposition en notation
additive, en remplacant " par na.

Prop : ( en notation multiplicative)
Supposons ad ordre fini et posonso(a) =ds 1.
- H=<a>»Z/dZ par I'isomorphisme :

Z/dZ ® H=<a>ned (" nl Z)

- |<a>|=d (donc<a>estcycligued ordred)

(" kT Z),<a>={d,d™, ..., d"" "} (les
éléments sont deux adeux distincts)

Remarque : |l est aisé d’ écrire laméme proposition en
notation additive.



Corollaire: (" al G) (G pasforcément abélien)
o@=|<a>|1 N E{¥}

Corollaire : Soit G groupefini , pasforcément abélien. |
G|=N(N?3 1). Soital G:

- aest touyjours d’ ordre fini
- d=o0(a) divise N

Corollaire: Soit G groupefini ,N=|G |3 1
(" al G), d'=1(Na=0, en notation additive)

Prop: Soital G, G: groupe multiplicatif. Soitn1 Z.

- Sio@=¥,d=1ssin=0.
. Sio@=dl N ,d=1ss d|n .

12) Classification des groupes cycliques:

Soitdl N’

Prop : Tout groupe isomorphe aZ / dZ est un groupe
cycligue d ordred .

Prop . Lesgroupescycliquesd ordred sont les groupes
isomorphesa Z / dZ et aucun autre .



V) Généralités sur les anneaux :

1) Anneaux :

Déf . Soit A un ensemble non-vide. On munit A de deux
lois de composition internes + et~ .
Onditque(A,+,  )estunanneaus :
- (A,+) e un groupe abélien
-~ est associative
-~ est distributive , adroite et agauche sur + ( C’est-
adire: (" ab,cl A),ab+c)=ab+acet(b+c)a
=ba+ca ).
- |l existe un élément neutre , noté 1, , pour ”

Déf . On dit que A est commutatif 9§ ° est commuitetif .

Prop : 1, est unigque .

Prop : OAestabsorlgant.
(Cest-adire: (" XI A),X.0,=0a.%X =045.)

Prop : ( regle des signes)
(" abl A)
- a(-b) = (-a)b = -(ab)
- (-8)(-b) =ab

Remarque : Toutes lesregles du calcul algébrique
connues dans Z sont valables dans A sous reserve que
Xy peut étre différent de yx .



Prop: Si A n'est pasréduit aun seul éément, alors
1A1 OA .

Déf . (caractéristique de A)
1% cas: 0(1,) = ¥ (dans (A,+) ) . Alors A apour
caractéristique O . (caractéristique nulle)

29" cas:0(1,) =dT N . Alors, A est de
caractéristique d .(caractéristique positive)

Prop: Si A est de caractéristique positived (d1 N°),
dors(" al A),da=0,.

2) Sous-anneaux :

A anneau , pas forcément commutatif.

Déf . Soit B sous-ensemble de A . On dit que B est un
sous-anneau S -

. 1,1 B
- B stablepar + et”
- (B, +,7) est un anneau

Remarque 1 : (B, +) est sous-groupe de (A, +)
Remarque 2: 1z = 1,



Prop . Soit B sous-ensemble de A. C’est un sous
anneau de A s :

. 1,1 B
- (B, +) sous-groupede (A , +)
- B stable par *

Prop : Soit B sous-ensemble de A . C’est un sous
anneau de A s :

- 1,1 B
. (" xyl B),x-yl B
. (" xyl B),xyl B

Prop : Soit B sous-anneau de A.
(i) A commutatif P B commutatif
(i)  Caractéristique de B = caractéristique de A
(ii) C =sous-ensemble de A.
C sous-anneaudeB U CI B et C sous-anneau de
A .

Exples:

(Z,"',,),(Q,"‘,'),(R,+,'),(C,+,')Sontdes
anneaux commutatifs.

(Z,+, )sousanneaude (Q,+," ), de(R,+,") ,de
(C,+,7).



S on considére |’ anneau des matrices carrées a
coefficients complexes, il est non-commutatif.

Anneau des entiers de Gauss

Z[i|={z=x+iy/x1 Z,yl Z}1 C.

(Z[i] .+, ) est un sous-anneau commuitatif de (C ,+,")

3)Elémentsinversibles:

A est un anneau, A non-reduit a{ 0} .

Dé: x1 A, xestinversiblesil existey de A tel que
Xy =yX =14
y=inversedex.y=x".

Remarque : y est unique .
Exples:
. 1y estinversible d'inverse 1, = 1, .
. Opnestpasinversible (sinon:$yT A, 0x.y =14
Impossiblecar Opt 1,)

Prop . Soient X,y deux dlementsinversiblesde A .
Alors:

(i) xyestinversible, (xy) ™ =y 'x*.

(i) x™* estinversible, (x )™ =x



Déf : Les édémentsinversibles de A sont appelésles
unitésde A .

U(A) = ensemble de toutes les unites de A .
U(A) est stable par la multiplication de A .
Prop: (U(A), ") est un groupe (multiplicatif)

Remarque : A anneau commutatif b U(A) groupe
abélien.
Déf . U(A) : groupe des unitées (ou groupe des é éments

Inversibles) dans A .

Remarques: 1ypa) = 1a .
" x1 U(A), I'inverse de x dans U(A) = I’inverse de x
dans A .

Prop : Soit B sous-anneau de A.

- Soitx deB :
(x est inversibledansB) U ( x est inversibledans A et ,
de plus son inverse y dans A appartient aB)

- U(B) est un sous-groupe de U(A)

Remarque: U(A) I A\{ 0} (toujoursvrai)



Déf . ( Corps)
A est un corpsss U(A) = A\ {0}, c'est-adire, S tous
|les é éments non-nuls de A sont inversibles .

Si,de plus, A est commuitatif, on dit que C’ est un corps
commutatif .

Convention : Si A est un corps commutatif, s abl A,
etsibl 0,aors:ab™ = a8 . (Regles habituelles du
calcul sur lesfractions s appliquent) .

Remarque : Dans le cas non-commutatif, ceci ne
marche pas, car en général ab™ * b™*a

Exples:
- (£ ,+,7) nest pas un corps
caUl={-1,+1}1t Z\{0}

- A=Q, R, C sont des corps commutatifs .

- Z[i] n’est pas un corps
car U(Z[i]) ={ -1;1;i;-i} * Z[i]\{0}

4) Anneau integre ,corps des fractions:

Déf . Un anneau A est integre si A est non-réduit a{ 0}
ets:
" xyl A),xy=0b x=00uy=0



(Cequi équivaut a: x1 Oety1 Ob xy1 0)
Exples:

Z,Q , R et C sont des anneaux integres .
Remarque : Tout corps est un anneau integre .

Prop: Si A est integre, B sous-anneau de A ,alors B
sous-anneau integre .

Conséquence : Z[i] est un anneau integre ( car sous-
anneau de C).

Prop : Soit A un anneau integre.
- Tout élémentade A ,a 1 0, est smplifiable a
gauche et adroite

(" (bc)T A% ab=ac b b=c
ba=cab b=c
- S A aune caractéristiquep > 0, alorsp est un
nombre premier .

Déf . (corps des fractions)
Soit A un anneau commutatif. On appelle corps des
fractions de A , un corps commutatif K tel que:




- A est un sous-anneau de K
- Tout éément x de K peut s’écrire:x:%aveca,b
dansA ,b1 0.

Exple: Q est corpsdesfractionsde Z .

Remarque : Si A (anneau commutatif) admet un corps
desfractions K, alors A est integre..

Théoreme : Tout anneau A commutatif et integre
possede un corps des fractions..

Prop : (cas particulier du théoreme)

Soit A un anneau commutatif, A contenu dans un corps
commutatif L ( ¢’ est-adire A=sous-anneau de L)

(Donc A est integre)

PosonsK ={ x = 2 /abl A,bt 0} (cestunsous
ensemblede L)

- K est un sous-corps de L
- K corps desfractionsde A .

Exple:
Qi]={z=x+iy/x,yl Q} estcorpsdesfractions
de Z[i]



5) Idéaux d’ un anneau commutatif :

Soit A un anneau commutatif.

Déf . Soit | sous-ensemble de A. On dit que | est un
idéal de A s :

- (l,+) sous-groupe de (A,+)
. | est absorbant , ¢’ est-adire: (" x1 D" al A),
xal 1.

Remarque : | sous-groupe de (A,+) ,alors 0,1 |

Prop: Soit | sousensembledeA. | estunidéal de A s
il vérifie :

N 1A

(i) | est stable par +

(Cest-adire:xyl P x+yl 1)

(ili) | est absorbant.

Exples:

{0} estunidéal de A.
| =A estunidéa de A . On | appelle|’idéal impropre.

Déf : Toutidéal | tel quel* A, est appeléidéal propre.

Prop : Soit | idéal de A .
=AU 11 |



Prop: Soit | idéal de A, A1 {0}

| =A U | contient un @&ément inversible de A (au
moins)

Opérations sur les idéaux :

Prop : Soit (I,)u1 u , une familled'ideaux. (U1 /)
Alors:
N1, estunidéa deA.

ul U
Prop: Soient |y, I,, ... ,l,nidéaux de A (n3 1).
POSO”SI:{X:X1+X2+...+Xn/X1T Il,XzT |2,
o Xn b 10}

( Par convention,onnotel =1, +1, +...+ 1)
Alors:

- | est un idéal de A (appelé somme des idéaux I,

Y
S PR POR M
- | est le plus petit idéal de A qui contient I, ... I,

Remarque : Lasommel =1, + |, +...+ |, est inchangée
guand on modifiel’ordredesidéaux |1, I5, ... , I,.



6) |déaux particuliers:

Soit A anneau commutatif. Soit ade A ;
Notation: Aa:={ xa/xT A} A

Prop: | =Aaestunidéal deA. | contienta. C'est le
plus petit idéal de A qui contient a.

Déf : | = Aas appellel’ideéal principal de A engendré
par a.

Si Jestunidéal , Jest principal s'il existeb de A tel que
J=Ab. best un générateur de J.

Déf : Soit | idéal de A.
| est premier S :

(i) | est propre ( c'est-adirel 1 A)
(i) (" abl A) abl Ib al loubT |

Remarque: S A estintegre, | ={0} est unidéd
premier.

Déf : Soit | idéal de A .
| est unidéal maximal 9 :

(1) | est propre
i) (" Jidéa deA),Il JetltJp J=A.



Remarque: SI A est un corps, aors| ={0} est
maximal .

7) Homomorphismes d’ anneaux :

Soient A et B deux anneaux (pas forcément
commutatifs). f: A ® B application .

Déf : f est un homomorphisme d’ anneaux g :

(i)  f(1a)=1s

(i) fx+y)=fe)+fy) (" xy T AXf
additif) X

(i) flxy) =1)fly) (" xy 1 A)(f
multiplicatif)

Kerf={x1 A/f(x)=0g} =f*({0g})
Imf={f(x)/xT A}I B

Remarque : En particulier , (avec le(ii) )
f:(A+)® (B,+) est un homomorphisme de groupes
additifs.

Prop: f: A ® B, homomorphisme d anneaux .
() f(0a) =0g
iy (" xI A),f(-x)=-1(x)



(i) (" xT A)(" nl 2),f(nx) = nf(x)

(iv) fx=y)=f)—fy) (" xyl A)
v) finjectif U Kerf={0.

Prop :
(" Xy, Xay e s Xl A) L F(X X . Xn) =
f(x0)f(X2)...f(Xn)
¢ xT A nT N, FM = (f(x)".

Prop: Soitf: A ® B, homomorphisme d’ anneaux
- Imf est un sous-anneau de B
- S A est commutatif, alors Ker f est unidéal de A.

Prop : Soit A, B et C trois anneaux , f et g deux
homomorphismes d’ anneaux tels que :

f:A® B,g:B® C.

Alors: h=gof : A® C est un homomorphisme
d’ anneaux .

Déf : Soient A et B deux anneaux. f: A ® B une
application.
f est un isomorphisme d’ anneaux 9 :
(i)  f est un homomorphisme d’ anneaux
(i) T est bijectif

Notation : S'il existe un isomorphisme d’ anneaux
f:A® B.Ondit guel anneau A est isomorphe a
|”anneau B et on écrit : A » B




Prop: Soitf: A® B, unisomorphisme d anneaux.
Alors, labijection réciproquef™: B® A est aussi un
Isomorphisme d’ anneaux .

Prop: Sif: A ® B est unisomorphisme d’ anneaux et
g.B® Cégaement,adlorsh=gof : A® Cestauss un
Isomorphisme d anneaux .

Prop : Soient A et B deux ensembles munis (pour
chacun) d’une loi de composition interne + et d’une loi

Soitf: A ® B une application additive et
multiplicative. Supposons que (A , +,” ) soit un anneau
et quef: A ® B soit surjective.
Alors:
i) (B,+, ) estunanneau
(i) f:A® B est un homomorphisme
d’ anneaux (surjectif)
(i) A anneau commutatif P B anneau
commutatif .

Prop: f: A® B homomorphisme d’anneaux surjectif.
Alors:
A commutatif P B commutatif

Prop : Soient A et B deux anneaux telsque: A » B .
- S I"un des deux est commutatif , I’autre |’ est auss .
- S I"'un des deux est integre, |’ autre |’ est aussi.
- S I’'un des deux est un corps, I’autre I’ est aussi.



8) Anneaux gquotients:

A anneau commutatif. | idéal de A.

Rappel : | sous-groupe de (A,+) = groupe abélien.
On sait alors définir le groupe quotient A / | .

(cf. les groupes quotients: I11)6) )

On munit A /| d' une seconde loi de composition
interne” telle que:

" xyl A): x  y=Xy

Prop :
- (A/1l,+,") est un anneau commutatif
- Lo =14
- (xT A,nT N),(x)"=

Prop:j] :A® A/l , X x est un homomorphisme
d’ anneaux surjectif de noyau | .

Déf :

A /1 I"’anneau quotient de |’ anneau commutatif par son
idéal | .

J 1”’homomorphisme canonique de A dansA /1 .

Exple:

A=Z,dl Z,d>0,dZ={nd/nl Z} =idéa de
Z ( = idéal principal engendré par d)



Donc(Z/dZ,+,") est un anneau commutatif .
Z/dZ=<1> P 0o(1)=| <1>|=d

Conséguence :
Z | d Z est un anneau de caracteristiqued (d>0) .

9) Quotients par des idéaux particuliers:

Soit A anneau commutatif , | idéal de A .

Prop: A /1 non-réduit a{0} U | idéal propre.

Prop: A/l estintegre U | idéa premier de A .

Prop : A /1 est un corps (commutatif) U | est maximal

Corollaire: Soit | idéal de A.
| maximal b | premier .

10) Propriété universalle , théoreme
d’ isomorphisme :

A anneau commutatif, | idéal de A .
j :A® A/l homomorphisme canonique.



Theoreme : ( Propriété universellede A /1)
Soit f: A ® B un homomorphisme d’ anneaux ( B pas
forcement commuiatif)

N =Kerf (N:idéal deA) . Supposons! | N.

(1) |l existe une unigque application :
T:A/I® B, telleque T(x)=f(x) (" xI A)

(i) f est un homomorphisme d' anneaux .

(i) Im f =Imf

(iV)Ker T=j (N)={ x/xT N}.

Remarques .
- fsurjective P f surjective
- SIN=1,dors f injective

Théoreme : ( Theoreme d'isomorphisme)

Soitf : A ® B homomorphisme d' anneaux surjectif,
|”anneau A étant commutatif (de sorte que B est auss
commultatif)

Soit | = Ker f

Alors: B» A/l par I'isomorphisme:A/1 ® B,
x> f(X) (" xT A)

11) Produits directs d’ anneaux :

Soient Ay, Ay, ... ,A, nanneaux .(n3 2)



OnposeA=A;" A" ... A,.On munit A de deux
lois:
Sionposea=(a,...,a),b=(b,...,0b),abl A
etal A ,bl B.

a+b:(a1+b1, ,an'l‘bn)T A
a’ b:(a]_, bl, ,an, bn),[ A

Prop :
i) (A,+,”)estunanneau
(i)  0a=(0ass .-, Opn) €t 1n = (1a1, ... , 1an)
(i)  Aq, ..., A,touscommutetifs b A
commutatif .

Déf . A est appelé produit direct desanneaux A, ...,
An.

Prop: Soitil [|1;n].
OnposeP;:A® A ,a=(a,...,.a) »Pi(@=a.
P; est un homomorphisme d’ anneauix surjectif.

Par suite, s A est commutatif, A; est auss commutatif

it f1ng).

Remarque: Soita=(a, ... ,a) 1 A.
al KerP; U a =04



Prop :

Ker Pi :A]_, o A {OA|} A|+1 e An
Prop : Supposons Al, ... , A, commutatifs ( de sorte
gue A est commuitatif)

Soitil [|1:n]:

i=A1" ..." A1 {04} A’ .. AL A
Alors:

|, est unidéal de A et A; » A/ |; par I'isomorphisme :
Al i ® A, a= (al, Ao ""an) —>a = (P, (a)) .

12) Quelques anneaux particuliers :

Soit A anneau . On note A" = A \ {0} .

Déf : A est un anneau euclidien s :
- A est commutatif et integre
. 1l existe une applicationg: A" ® N, appelée
stathme euclidien sur A , telle que .

"@b)T A A)($(q,NT A" A) vé&ifiant :

- a=bq+r
- r=0o0ug(r) <g(b) (lorsqguert 0)

Exples:
(i)  Zesteuclidien par le stathmeg: Z® N,
X =g(x) = X|



(i)  Z[i] est euclidien par le stathme
g:Z[i] ® N,z—9@@)=N@)=|zF.

Prop : ( k = corps commutatif , X = indéterminée)
|| existe un unique anneau commuitatif A tel que:
- K = sous-corpsdel’anneau A (de sorte que : 05 = Oy
, 1AA = 1)
- X1 A ettout élément P de A peut s écrire:

P=a+aX+..+aX" (al k)
. Sagt+taX+..+aX"=0 (a1 k),dors:a=a
=...=a,=0

Déf . A s appelle |’ anneau des polyndémes en
|’ indéterminée X acoefficients dansk .

On lenote A = k[ X] . Ses éléments s appellent
polyndmes.

Les éléments de k s appellent |es polynbémes constants.

n=degré de P =deg(P) . deg(P)T N
(nNadesensques P! 0)

Remarque: deg(P)=0 U PI Kk .



Prop: P,Q1 K[X]\{0}
()  PQ* Oetdeg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
(i) S P+Q1 0, adorsdeg(P+ Q) £ sup (deg
P,deg Q)
(i) S deg(P) ! deg(Q) ,aorsP+Q?* Oet
deg(P + Q) = sup(deg P, deg Q)

Conséguence : A = Kk[X] est un anneau commutatif et
integreet U(A) =k \ {0}

Prop: A,BT k[X],B!O.

Il existe un unique couple (Q,R) T A~ Atel que: A=
BOQ+ReR=0oudegR<degB.

(division euclidienne dans k[X] ) .

Prop: d:k[X]\{0} ® N, P+ d(P) =deg(P) est un
stathme euclidien pour k[X] .

Prop : (k corps commutatif)
K[X] est un anneau euclidien .

Déf . (Anneau principal)
A anneau est dit principal g :
(i) A est commutatif et integre
(i)  Touslesidéaux de A sont principaux .

Prop : A euclidien b A principal .



Conséquence: Z, Z[i] et k[X] (avec k corps
commutatif) sont des exemples d’ anneaux principaux .

12) Divishilité dans un anneau commutatif

integre :
On considere A un anneau commutatif integre .
A" =A\{0}. U(A) =groupe des unités de A.

Déf : Soient abdeA™ .
adivise b (adiviseur de b, b multiplede a) si b =ag (q
T A).

Remarque : Nécessairement, g1 A’ .
Onnoteal|b.

Remarque: a|bU bl AaU Abl Aa.(carAbestle
plus petit idéal qui contient b)

Prop: DansA, larelation binaire « a|b » est
réflexive et trangitive .

Déf : Soientabl A . Ondit queaet b sont associés
ssa|lbetb]|a.

Prop: Soient a,bT A" . Les propriétés suivantes sont
équivalentes:



(i) aetbassociés
(i) Aa=Ab
(i) a=ebavecel U(A).

Notation : aet b associés:a® b .

Prop: DansA™ , larelation binaire « a° b » est une
relation d’ équivalence .

Prop: S a® b, aorsaet b ont les mémes diviseurs et

les mémes multiples .

Soient A anneau commuitatif integre .
&,..,a1 A (n31,dl A".

Déf :
destunPGCD dea , ... , 8,9 :
(i) destundiviseur communaa, ..., a,.
i) (" dI A") ddiviseur communaa,, ..., a,

b d|d.
Notation : d = PGCD(a, ..., a,)

Exple:
Supposonsquea; | &, ... ,a, P a =PGCD(a, ...,
a&) -



Remarques .
- |l n’existe pas toujours de PGCD
- Onn'apasunicité du PGCD .

Prop: Soitd = PGCD(a,, ..., &) .
Soitd' T A" ,d =PGCD(a;, ... ,a) U d ° d.

Prop: Soitdl A™:
dla,...,a U Ad E Aa, + ... + Aa,.

Prop : Supposons A principal. Soienta, , ... ,a,1 A et
di A", d=PGCD(a, ...,a) U Ad=Aa +... + Aa,

Remarque: U est toujours vrai .

Prop : Tout anneau principal est un anneau avec PGCD.

Déf :
Soit A anneau commutatif intégre. & , ..., a,1 A'(n3
2).ml A".
m=PPCM(a,, ...,a,) 9 :
(i) m = multiplecommun dea, ..., a,.

i) (" ml A", m=multiplecommundea, ...
, &, , dlors m= multipledem.

Exple:
S & est un multiplede a,, ..., a,, dorsa; = PPCM(a, ,
oy ) .



Remarque : |l n'y a pas toujours de PPCM .

Prop: m=PPCM(a,, ... ,a&). Soitm’' I A" tel quem’
=PPCM(a, ...,a) U m°m.

Remarque : b multipledeaU Abl Aa.

Prop: Soitml A", m: multiplecommundea, , ..., &
U Aml Aa; C ... C Aa,.

Prop : Supposons A prigcipal .SoitmT1 A™.
m=PPCM(a,, ...,a)U Am=Aa C ... C Aa,.
Remarque: (U ) est vraies A n’est pas principal .

Prop : Si A est un anneau principal, alors A est un
anneau avec PPCM .

Déf - Soienta , ...,a1 A .&, ..., a sont premiers
entreeux 9 :
" dl A) d|a,..,a b dl UA)

Prop:a, ..., & sont premiers entre eux
U 1=PGCD(a, ..., a).



Prop : (Propriétés de Bezout)

Supposons I’ anneau A principal et soient &, , ..., a1
A
&, ..., a,premesentreeux U ($uy, ..., u,T A)

telsque:uwa +... tua,=1.

Déf :
aest irréductible s :
i) alOetal U(A)
(i) (" dl A),d|lab (dl UA)oud® a)

Exples:
1) Supposons A corps commutatif : il
N’ existe aucun éément irréductible.

2)Considérons A = Z.
Rappel : UA)={-1;1}

Soital Z,aestirréductibless :
() a*0,1,-1
(i) (" di Z),dlab d=+loud=+a

Rappel : Un nombre premier est un entier p tel que:
(i) p32
(i) (" dl N),d|p(dansN)p d=1oud
= p \

Prop: Soital Z . Les propriétés suivantes sont
équivalentes:



(i) aestirréductibledans Z
(i)  p=]al est un nombre premier .
(i) a== pavecp: nombre premier.

Cas particulier : Soital N
aest irréductible dans Z U aest un nombre premier (
car|a|=a)

Exple:
A = Kk[X] avec k : corps commutatif
Rappel : A est commutatif integre ; mieux : A est
prlnC|paI
U(A)—k —k\{O}
. P,PT A ,P°P U P=IPavecl 1 k .(deg
(P) = deg(P) )
- Soit Pl A . Il estirreductible (dans A = k[X] ) s3i :
1) P non-constant ( ¢’ est-adire: PI K)
2)(" DI A),D|PP D1 KouD=IP
(171 K)

. Sideg(P) =1 (Cest-adire: P=aX +b,abl k,
al 0),aorsPestirréductible.

- Casouk =C ,{ polynbmesirréductibles} =
{ polyndbmesdedegré 1} (car C est
algébriguement clos)

- Casouk =R, { polyndbmesirréductibles} =
{ polyndmes de degré 1} E { polynémes de
laforme ax® + bX + ctelsque b*—4ac< 0}



- Casouk =Q : Il existe des polyndmes
irréductibles de degré arbitrairement grand .
Exple: X"—2 est irréductible dans A =

Q[X].(" nT N

Prop: Soient abdeA’ tels que aet b sont
irreductibles.
alb U a°b .

Prop : Soient abdeA”, airréductible.
anedivisepasb U ab premiersentre eux .

Prop : Supposonsa® b. SiI’'un des deux est
irréductible, alors|’autre |’ est auss .

Prop : Supposons A principal et soit ade A™ .
Les propriétés suivantes sont equivalentes :

(i) aestirréductible

(i) Aaest unidéa premier

(ili) Aaest unidéal maximal .

Consequence : (Propriete de Gauss)
Supposons A principal . Soitade A , airréductible:

(" becl A),albch alboualc .



Prop : Soit p de N’ . Les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(1) p est nombre premier

(i) Z/pZestintegre

(i) Z/pZestuncorps

13) Décompositions en produits de
facteurs irréductibles :

Lemme 1 : (A commutatif integre)
Soital A \U(A):
Supposons a non-irréductible. Alors:

1) a=bcavecb,cl A \U(A)
2) Ab E Aaavec Ab! Aa et Ac E Aaavec

Act Aa.
Lemme 2 : Supposons |’ anneau A principal .
Soitly, I, ..., 1, ... unesuited idéaux de A (nde
N \ o
telsquely | I, ...I1 I,

Alorsil exisseNT N tel quel,=Iy (" n3 N)

Théoreme : Soit A un anneau principal .
Soit ade A" \ U(A) . Alors, a se décompose en produit
de facteursirréductibles ¢’ est-adire :



$a,..,al A, lesa irréductiblestelsque:
a=a ... & (s®1)

Corollaire: Si A est un anneau principal , et s A n'est
pas un corps, alors A contient des éléments
irréductibles .

Soit A anneau commutatif integre .

Prop : Il existe un ensemble A formé d’ ééments
irréductibles de A tel que:

. (p1) (" adémentirréductiblede A)($pl A ),
a°p
- (P2) (" pal A) p°qg P p=qg

Remarques .
. A non-unique en général .
- Sionnote E ={ démentsirréductiblesde A } ,
A est un sous-ensemble de E obtenu en prélevant,
dans chague classe d' equivalence (rappel : «° »
est une relation d’ équivalence), un unique élément
.A 1 E, par construction .

Exples:
1)SIA=Z; A ={ nombres premiers
}



Rappel : abl Z ,a°b U a=+b
A est constitué d’ éléments irréductibles:

(p1) al Z, airréductible($pl A)a==p
(P2) p,g deA ,p=+q.

Exple:
A =K[X] , k corps commutatif .

Rappel : P,Qdek[X] ,P° QU P=1Q(I T k)
(deg (P) = deg(Q) )

Déf :

D) PT k[X] .P=ay+aX +... +aX"
a,!0,al k,n30,n=degP.
a, . le coefficient dominant de P .

2) P est unitaire s coefficient dominant est égal al

A ={ polynémes irréductibles et unitaires} I {
polyndmes irreductibles }

(p1) Soit S polyndmeirréductible. St 0, d = deg(S)
S=g+sX+...+sX%. (5T k, st 0
P=gs'S=polyndmededegréd. (s;*T k). Il est
unitaireet S° P.



P est irréductible car P° Set Sirréductible.
Pl A etP° S,

P2) P,QT A ,P°QPb P=1Qavec!l 1 K .(P,Q
unitaires)
d = deg(P) = deg(Q) . CoefficientdeX®:1=1"1
pbIl =1.
b P=Q.
Cas particuliers:

. k=C, A ={X+b/bl C}

. k=R, A ={X+b/bl R}E{X*+bX+c/

b°—4ac<0,bcl R}

Prop: (A principal , al A" \U(A) )
as écrit souslaforme :
a=ep'p,° ... p (*),avecel U(A)

Pi,....Ps1 A ,2a2distincts.ay, ...,asl N .

Lemme : ( Propriété de Gauss genéralisée )
Soit A anneau principal . al A, airréductible.

albb,... by, (0T A" (n3 1)

Alors:
adivisel’'undesb, (L£i £n).



Prop : Ladécomposition de a(*) est unique, c' est-a
dire:

Sa=eq”...q” €1 UA),q,....00 A ,qg deux
adeux distincts, by T N ,t3 1).

Alors:
- @ =e
- t=s
- Quitte achanger I'ordredes g, ,onaqg, =p; eta; =
by, ...,0s=psetas=Dhs.

Théoréme : Soit A anneau principal , A = ensemble
d’ élémentsirréductibles de A vérifiant (pl) et (p2) .
Alors, tout ade A™ s écrit d’ une maniére unique(**) :

a=ep'p,*° ... p2° ,avecel U(A)
Pi,....Ps1 A ,2a2distincts.a;, ...,asl N

( (**) al’ ordre prés des p®')

Corollaire:
Tout eélément ade Z\ {0,1,-1} s écrit d' une maniere
unique :
a =+ plalpzelZ psas ’
P, ... , Ps NOMbres premiers, 2 a2 distincts. a4, ...,

~

asl N .



Corollaire : Soit k corps commuitatif . Tout polyndme P
de k[ X] \ k s écrit d’ une maniere unique :

P=ep®'p,* ... p2° ,avecel k
P, ..., Ps Ppolyndmesirréductibles, unitaires, 2 a
2 distincts. a;, ... ,a<l N .

Corollaire: (" P1 C[X]\C), Ps écrit d une maniére
unique sous laforme :

~

P=eX-1)*...(X-19* (el C ,l4,...,1s1 C,
les| ; 2 a2 distincts,a; T N .

Déf :
| 1,...,] s:racinesdeP.
a, ..., asordres de multiplicité de cesracines.

Soit A anneau commutatif intégre. A = ensemble
d’ ééments irréductibles de A verifiant (pl) et (p2) .

Déf . (Anneau factoriel)
A est un anneau factoriel si tout ade A™ \ U(A) s écrit
de maniere unique (**) :

a=ep?'p,2? ... p&° ,avecel U(A),sdeN’



*

Di,....Ps1 A ,2a2distincts.a;, ...,asl N
( (**) al’ ordre prés des p®')

Remarque : Cette définition ne dépend pas du choix de
A .

Théoréme : Soit A un anneau :
A principal P A factoriel

14) Anneaux noetheriens:

Soit E un ensemble partiellement ordonné .

Déf :

- On dit que E vérifie la « condition maximale »
(C.M.), sl tout sous-ensemble non-vide de E
admet au moins un éément maximal.

- On dit que E véifie la « condition de chaine
ascendante »(C.C.A.), sl toute suite strictement
croissante d' élémentsde E

X1 <Xo < ... < X< Xg+1 < ...

est finie.

Cette condition s exprime auss sous laforme :

Toute suite croissante d’ ééments de E

X1 EXoE ... EXE Xesr E ...

est stationnaire .




Prop : Dans un ensemble partiellement ordonné, la
condition maximale est équivalente ala condition de
chaine ascendante .

Déf . On dit gu’ un anneau unitaire et commuitatif est
noetherien s |’ ensemble de ses idéaux, partiellement

ordonné par I’inclusion vérifielaC.C.A.(U C.M.)

Déf : Dansun anneau A , on dit qu'un idéal est de
type fini, s'il est engendré par un nombre fini
d ééments.

Théoreme : Un anneau A unitaire, commutatif est
noetherien , S et seulement s tout idéal de A est de
typefini .

Corollaire: Tout anneau principal est noetherien .

Exples:
- Tout corps commutatif est noetherien
- Z est principal donc noetherien
- Sl k est un corps, |I’anneau k[ X] des polyndmes a
une indéterminée est principal, donc k[ X] est
noetherien.



Prop : A étant un anneau unitaire et commutatif , on a:
A noetherien U A /| noetherien, quel que soit |
idéal proprede A .

15) Algebres:

Pour définir une algebre, il faut connaitre la définition
d’ espace vectoridl : ce qui fait I’ objet du resumé de
cours suivant .



