Ensembles, applications,
relations

Notations :

$: «il existe » :
| . «appartient a» ; | :«contenu dans »

" «quel que soit » ,
| :«nappartient pasa» ; E : « n’est pas contenu
dans »

| :«contenu ou égal a»

) Ensembles:

Soient A et B , deux ensembles:

Déf : On dit que A estinclusdansB et onnote A1 B
s et seulementsi:" xI A,xI B.

SIA | B estfausse, onnoteaorsA E B, ¢ est-&
dire:$x1 A, x1 B.

Déf : Onditque A estégd aBss Al BetBIl A.




1) Opérations € émentaires:
a) Intersection :

L’ intersection de A et B ,notee A C B ,est définie
par :

ACB={x/xI Aetxl B}

A ACB B
b) Réunion :

Laréunionde A et B, notée A E B, est définie
par :

AEB={x/x1 Aouxl B}
AEB




c) Différence :

Ladifférence A moins B , notée A\B , est définie
par :

AB={x/xTA,xI B}

d) Différence symétrique :

Ladifférence symétrique entre A et B, notée A DB
, est définie par :

ADB={x/x1 AB EBA}



ADB

e) Complémentaire :
Supposonsque A 1 B . Le complémentaire de
A dans B , noté Cz A ou encore B\A, est défini
par :

CcA={xIB/xI A}

B
-1 | E&D




2) Propriétés é émentaires::

Soient A, B ,C et E quatre ensemblestelsque A | E,
Bl E,CI E.

- Commuitativite:ACB=BC A
AEB=BEA

. Associativité: (ACB)CC=AC(BCC)
(AEB)EC=AE(BEC)

- Distributivité de |’ intersection par rapport ala
reunion :

AC(BEC)=(ACB)E(ACC)

- Distributivité de la réunion par rapport a
I”intersection :

AE(BCC)=(AEB)C(AEC)
' CE(AE B) =(CeA) C (CeB)

- Ce(ACB)=(CcA)E (CeB)

3) Parties d’un ensemble :



Soit E un ensemble. Soit F un ensemble tel que : F
I E.
F est un sous-ensemble de E ou une partiede E .

L’ ensembl e des parties de E se note P(E) . P(E) est
donc un ensemble d’ ensembles.

Remarque :

£] Edonc £1 P(E)
El EdoncEIl P(E)

S E! A, dorsP(E) contient au moins deux ééments
distincts.

Exples:

E;={abc}.PE)={Z4&,{a,{b},{c},{ab},
{bc} ,{ac} , {abc}}

E-={a}.PE)={/A&.{a}

4) Produit cartesien d ensembles:

Soient X et Y deux ensembles. Le produit cartésien de
XetYes:



X Y={(xy)/x] Xetyl Y}

Exples.:
R°=R"R: N"RtTR’ N

1) Applications:

1) Définition :

Soient E et F deux ensembles. Une application f de E
vers F est « uneregle » qui atout élément de |’ ensemble
E fait correspondre un et un seul éément de F.

Notation: f:E® F,Xx —=f(X)

E : ensemble de départ
F : ensemble d arrivée
f(X) iImage de x par f

Sy appartient a Fet S'il existex deEtd quef(x) =y,
X est un antécédent dey

ATTENTION : L’image est unique d' apres la définition
,par contre un é ément de F peut avoir O ou plusieurs
antécédents..



2) Graphe : Le graphe d’une application f de E vers
F est défini par :

Gf)={ xy)I E" Fly=1(x)}

3) Eqgalité de deux applications:

Deux applications f et g sont dites égales s ellesont le
méme ensemble de départ et le méme ensemble

d’ arrivée et s elles coi ncident en tous points de

| ensemble de départ .

Soient f et g deux applications de E vers F alors:

(f=9)U (" xI Ef(x)=9(x) )

4) Restriction et prolongement :

Soit f une application deEversFetsoit Al E. La
restriction de f aA est définie par :

fa:A® F, X fa(x) =f(x)

Remarque: fo! fsauf S A=E



f est dors un prolongement de f, .

5) Injection canonique :

Soit X un ensemble et soit A | X, aors |’ injection
canonigue de A dans X est définie par :

i:A® X ,x>x. SiA=X dorsj=Idy (identité)

6) Image et image réciprogue :

Soitf:E® F,x =»f(X).

SoitAl E,soitBl F
. Imagedef: Imf={f(x)/xT E}={yl F/$x
I E,f()=y}
. Image de A (Image directe) : f(A) ={ f(X) /x1 A}

Remarque: Imf=f(E)

. ImageréciproquedeBparf:  f*(B)={xI
E,f(x)1 B}

Propriétés: f *(AEB)=f {A)Ef(B) ;f"
"(ACB) =f (A) C f(B) ; f ™ (CA) = Ce(f 7(A))



Remarque: f (F) = E

ATTENTION : f (AEB) =f(A) E f(B)

f(ACB) 1 f(A) C f(B) (I'autre
inclusion n’ est vraie que dans certains cas (= s f est
Injective),cf. plusloin)

X1 7 (X)) (I'inclusion
Inverse n’est vraile que sl f est injective ,cf.plus
loin)

7) Injectivité, surjectivité et hijectivité:

Soitf:E® F,x —=f(X).

a) f estinjectivess (" (x,x )1 E E,f(x) =
fX)P x=x")

ss(" (xxX)IEE,xtx
b f(x) ! f(x') )
ssi ( Tout dément de Faau

plus un antécedent par f )

b) f est surjectivessi (" y1 F,$x1E,y=
f(x) )




ssi ( Tout dément de Faau
moins un antecédent par f )

c)f est bijective s f est injective et surjective

ss("yl F,$!x1E,y=
f(x) )

8) Composition des applications::

Soientf :E® F,x =»f(X) etg:F® G,y —qgy)

Lacomposee def et g notée gof est I’ application
suivante :

gof :E® G, x — gof(x) =g (f(x))
Remarque :

Pour définir gof, il faut que I’ensemble d arrivée de
f soit I’ensemble de départ de g .

ATTENTION :

Mémes E=F =G, apriori fog et gof sont
distinctes.



Exples:f:N®N,n—2n ; g:N®N,n—
n+1

Ona:fog(n) =f(g(n) =f(n+1)=2(n+1)=
2N + 2

et gof(n) = g(f(n)) =(2n) + 1 =2n+1

Donc fog * gof ( =ondit queon’est pas
commutative)

Déf : Soit f application de E versE . On pose f° =
lde, f'=f etf™ =fof", pournT N .

f" s appelle lan-iemeiterée def .

Prop :
- Soit f application de EdansE , alors: foldg =
IdEOf = f
- Soit f I’applicationde EversF , aors: foldg =f
- IdFOf

Prop:
Soitf:E® F,x > f(X);g:F® G,y - gy);
h:G® H,z - h(2)

adors:ho(gof)=(hog)of.



9) Applicationsinversibles:

Soitf:E® F, x — f(X)

Déf : Ondit quef estinversibles'il existeg: F® E
,tel que:gof=Ideetfog=Id:.

Ondit quegest I'inversedefetg=f"

Prop: Soitf: E® F, a f est inversible, son inverse
est unique.

Théoreme : Soit f application de EversF . f est
inversible ssi f est bijective.

Theoreme : Soient E et F deux ensemblesfinisden
éléments(n>0). Soitf: E® F, alorsles
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) fetinjective

(i)  fest surjective
(iii) f est bijective

10) Ensembl es equipotents :




Déf . Soient E et F deux ensembles. On dit que E et
F sont equipotents ou ont le méme cardinal g il
existe une bijection entre E et F.

Théoreme (de Bernstein) :

Soient E et F deux ensembles.S'il existe une
injection de E vers F et uneinjection de F vers E
alors E et F sont equipotents.

Déf : On dit que E est déenombrable S'il est
equipotent aN .

Déf . Soient E et F deux ensembles. On dit que E
est strictement plus puissant que F s'il existe une
Injection de F vers E, mais pas d’'injection de E
versF . On note aussi Card E > Card F .

Exples:

N et N° sont equipotents .

R et R*" sont equipotents ( bijections réciproques :
expetin).

R n’est pas déenombrable.

R et R? sont equipotents.

|11) Relations:




1) Définitions:

Déf : Soient E et F deux ensembles, une relation A de
E vers F est une propriété que peuvent vérifier les
élémentsdeE” F.

On écrit que x A y pour dire que (x,y) vérifie larelation
consideree.

Déf : Soit A uneréelation de E versF, alors le graphe de
AestG(A):{ (x,y)T E°FxA y}

Exples:
- Soit dans le plan E = {ensemble des droites} et F =
{ ensemble descercles} .
On peut considérer larelation T définie par :
"Dl E," Cl F,(DTC)ss (D est tangente aC)

- Soit E ensemble et soit F = P(E). Alorslarelation
« | »estunereation de E sur P(E).

2) Propriétés des relations sur un ensemble :

Soit E un ensemble et unerelation A de E dansE .

~ ~

. A estreflexivess ;" x1 E,x A x



. A est symétriquess ;" (xy)1 E*,(xAy)b (y
A X)

. A estantisymétriquess i " (x,y) 1 E*,( (xAy)
et(yAx)) b x=y

. A esttranstivess ;" (x,y,2)1 E°, ((XxA y)et(y
Az) P (XA 2

Déf: - A estunerelation d ordres A est reflexive,
antisymetrique et transitive..
- A est unerelation d’ équivalences A est
reflexive, symétrigue et transitive .

Exples:

Sur R, £ est unerelation d' ordre .

Sur R, < n'est pasunerelation d ordre ( elle n’est pas
reflexive)

Sur N, larelation « se termine par le méme chiffre

gue » est une relation d’ équivalence.,

Soitn3 2. Sur N, larelation « avoir le mémereste dans
la division par n que » est une relation d’ équivalence .(
=on |’appelleici, relation de congruence, on lanote x °©

y[n)

3) Relations d’' équivalence .

Soit E un ensemble et A une relation d’ équivalence sur
E.



Déf: Soitx I E, Cl(x)={yl F/xAy} (Cl(x)=
classedex )

Théoreme:
Soit E un ensemble et A une relation d’ équivalence,
alors:

i) " xT E,Cl(x)1E
(i) Uom =E

(i) EXA y) U (Cl(x) C Cl(y) * £)

(iv) " xylE:(Cl(x)=Cl(y))ou(Cl(x)C
Cl(y) = A)

Corollaire: " xy1 E ,(xA y)U (ClI(x) =ClI(y))
Exple:

Soit E I’ensemble des droites du plan et soit larelation
« étre parallele a» .
SoitD1 E,

CI(D) = { droites parallelesaD }

Remarque : Cl(x) est une partiede E
Cl(x)T P(E)
Cl(x)1 E



Déf : Soit E ensemble muni d' une relation

d’ équivalence A . Soit x I E, alorstout élément de Cl(X)
est un représentant de CI(x).

X est un representant de Cl(x) .

Sionaytel quex Ay, aorsy est aussi un représentant
de CI(x) .

Ensembl e des représentants des classes d’ équivalence
dans E par larelation A :

Cela consiste aprendre A partie de E telle que : quelle
gue soit la classe d’' équivalence de E , il existe un et un
seul éément de cette classe appartenant aA.

(on achoisi un représentant et un seul dans chague
classe)

Déf . Soit E un ensemble. Soit (A))ir ; une famille de
parties non-vides de E telles que :

UA=Eet" i,jl 1 ,itj,ACA=£

On dit que (A;)ir ; forme une partition de E .

Prop : Toute relation d’ équivalence sur un ensemble E
définit par ses classes d’ équivalence une partition de E.



Prop : Soit E un ensemble .Soit (A))ii | une partition de
E ,aorsles (A sont les classes d’ équivalence d’' une
relation A sur E.

Ensemble quotient :

Déf : Soit E un ensemble, A relation d’ équivalence sur
E.

L’ ensembl e quotient de E par A , noté E/A |, est défini
par :

E/A ={CI(x),x1 E}

Si A est un ensemble de représentants , alors: E/A = {
Cl(x),xT A}

Remarque : E/A est une partiede P(E) (E/A | P(E),
E/A T P(P(E)) )

Surjection canonique :

On définit la surjection canonique de E dans E/A par :

P:E® E/A,x— ClI(x)



4) Relation d’' ordre :

Soit E un ensemble, muni de < relation d’ ordre.

Déf . On dit que < est unerelation d' ordre totale s :
"xyl E (Xx=<y)ou(y=< X)

Unerelation d’ ordre qui n’ est pastotale est dite partielle

S (X<Yy)ou(y < x),onditquex ety sont
comparables.

Remarque : Pour une relation d' ordre total, tous les
éléments sont comparables et réciproquement.

Exples:

. Sur R, £ est unerelation d’ ordre totale.

. Sur N", larelation « |» (=divise) est unerelation
d’ ordre partielle.En effet, 2 et 5, par exemple, ne
sont pas comparables: 2 nedivisepas5 et 5 ne
divisepas?2.

Déf . Soit A une partie non vide de E. Soit x élément de
A

Ondit quex est le plusgrand dément de A s :" y1 A
, Y < X

On définit de méme le plus petit &l ément.



Déf : Soitx I A, ondit quex est maximal 5 :" y1 A,
X=<y)P x=Y).

On définit de méme I’ dément minimal .
Exple:
1) SoitRavec£ . SoitA=]0;1]

Alors, 1 est le plus grand eélément de A et ¢’ est le seul
élément maximal de A.

Il n'y apas de plus petit éément , ni d’ éément
minimal.

2) Soit N" avec « |» . Soit A ={2,3,6,7,12}

A n’'apasde plus grand éément : aucun élément de A
n’est divisible par tous les autres.

A n’apas de plus petit élément.

Les éléments maximaux de A sont 7 et 12 .

Les édéments minimaux de A sont 2,3 et 7.

Remarque: A’ ={2,3,6}
6 est le plus grand élément et le seul maximal.
2 et 3 sont minimaux.

S'il existe un plus grand éément dans A , celui-ci est
unique.



Déf : Soit x I E, on dit que x est un majorant deA s :
"al A,a<x.
On définit de méme le minorant.

Déf . Soit M I’ensemble des majorantsde A . S M
admet un plus petit élément alors ¢’ est la borne
supérieure de A.On la note supe A .

On définit de méme la borne inférieure.
Exples:

Soit R munidef£ et soit A =[0;1][
supr A=1letinfr A=0.
Soit Q avec £ :

SoitA={x1 Q,x*<2}.5et 7 sont des majorants
deA.

Cependant A n’a pas de borne supérieure . ( car +/2 |

Q)

Remarque : Si A possede un plus grand é ément, ¢’ est
sa borne supérieure.






