Année scolaire

SpeMaths | Géométrie dans ’espace (1) : 2022/2023

Terminale -
(M Mangeard) Vecteurs, droites et plans

I) Vecteurs de I’espace :

Remarque importante :

On va étendre a I’espace la notion de vecteur étudiée en géométrie plane
depuis la classe de Seconde.

1) Translation :

On considére deux points A et B, distincts de 1’espace.

La translation de vecteur AB est la transformation de I’espace qui, a tout point M associe I’unique
point M’de ’espace tel que = ......oevveiiniiiiii

Le vecteur MM’ et le vecteur ﬁ (0] 0| S U

Donc : ils sont égaux, ¢’est-a-dire : MM’ = AB

Théoréme (admis) :

On considére un point A de I’espace et un vecteur U.
11 existe un unique point B de I’espace tel que : AB=1

AB est le représentant de u d’origine A.

2) Opérations sur les vecteurs de ’espace :

La somme de deux vecteurs (avec la régle du parallélogramme), la relation de Chasles, le produit d’un
vecteur par un réel s’étendent du plan a I’espace sans probléme.




Exemple :

AF = AB + BF = DG

LF et DG ont la méme direction et le méme sens, mais pas la
[._ méme norme.

3) Colinéarité et coplanarité :

a) Colinéarité : Soient % et ¥, deux vecteurs de 1’espace.

1 et ¥ sont colinéaires si

Dans ce cas, ces deux vecteurs ont la méme direction (si k >0, ilsontaussi .................. , sinon des
Exemple :

On consideére le tétraedre ABCD ci-dessous :

.
C
On définit les points M et N de I’espace par les relations vectorielles :

BN = 1BA et N=2BC



Montrer que les vecteurs MC et AN sont colinéaires.

Donc : Les vecteurs AN et MC sont colinéaires

Propriété :

Trois points de I’espace deux a deux distincts A, B et C sont alignés <> les vecteurs AB et AC sont
colinéaires

Méme démonstration que dans le plan.

b) Coplanarité :

Soient u, U et w, trois vecteurs de I’espace tels que % et ¥ ne sont pas colinéaires.

On dit que 1, ¥ et w sont coplanaires Si il eXiSte.............c.oouiriiiiii i

On dit aussi que w est une combinaison linéaire des vecteurs i et ¥

Exemple :

m

e}

A
EG = EF + FG, donc EG, EF et FG sont coplanaires

Méme chose pour les vecteurs AG, AC et CG

II) Droites et plans de I’espace :

1) Définition vectorielle d’une droite :

Soient A et B, deux points distincts de 1’espace.

La droite (AB) est I’ensemble des points M de ’espace tels que :

Autrement dit : C’est ’ensemble des points M de I’espace tels que :© ... ... o oe ve ves en vievee en e




AB est un vecteur directeur de la droite (AB)

Remarque :

Pour déterminer entierement une droite, il suffit d’en donner un point et un vecteur directeur.

2) Définition vectorielle d’un plan :

On consideére trois points de I’espace non alignés A, B et C.

Le plan (ABC) est ’ensemble des points M de I’espace tels qu’il existe deux réels ki et k vérifiant :

On dit alors que les vecteurs AB et AC sont deux vecteurs directeurs du plan (ABC)

AM est donc une combinaison linéaire des vecteurs AB et AC

On dit également que (AB, AC) est une base du plan (ABC) et (A ; AB, AC) est un repére de ce plan.
Les vecteurs AM, AB, AC sont donc coplanaires.
Il existe un plan contenant alors les points A, M , B et C (=le plan (ABC)).

On dit alors que les points A, M, B et C sont coplanaires.

Remarques :

- Trois points sont toujours coplanaires
- Pour déterminer un plan, il suffit de donner un point et deux vecteurs non colinéaires (ils
seront vecteurs directeurs de ce plan)

Exemple :

.............................................. suffisent & définir le plan (EAB)

Exercice :

On considére le cube ABCDEFGH ci-dessous. On définit le point M par : AM = BM — 2CM

Montrer que le point M est situé sur le plan (ABC).




Donc : M € (ABC)

3) Position relative de droites et plans :

a) Position relative de deux droites :

Deux droites SONt COPIANAITES Si... ... .c..ee e e e et e e e et e et e ettt e et e e e e et e e e e ean e

Les droites (EG) et (EC) sont coplanaires (=elles appartiennent au plan .............. )

Par contre, les droites (EG) et (FB) ne sont pas coplanaires.

Propriété :

- Deux droites coplanaires Sont .............cooeviiiiiiiiinnnnnn, (on retrouve le résultat classique des
positions relatives de deux droites en géométrie plane)

- Deux droites non coplanaires ont .............coooviiiiiiiiiiiie

b) Position relative d’une droite et d’un plan :

Définition et propriétés :

On considére une droite (d) et un plan (P), tels que (d) n’est pas incluse dans (P)

On note u un vecteur directeur de (d) et v, w, deux vecteurs directeurs du plan (P) :




- Ladroite (d) est strictement paralléle au plan (P) Si ... .o cev cee et cescee et e e e e
- Si(d) n’est pas paralléle @ (P), alors.......ooeiiriiiiii e

Exemples :

La droite (FH) est paralléle au plan (ABC)

Elle est contenue dans le plan (EFG)

Notation : ........c.coevveveniinininnnnn

La droite (BH) est sécante au plan (ABC) et le point d’intersection est B.
NOALION & ..oveeieiii e

¢) Position relative de deux plans :

Définition et propriétés :




- Sideux plans distincts ne sont pas paralleles, alors ..............coooiiiiiiiiiiiiii

Exemple :

Le plan (HEC) est sécant au plan (ABC) selon la droite (BC)

- Sideux plans (P1) et (P2) sont paralléles, alors ...........cooiiiiiiiii i,

Dans le cube précédent, les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles. Le plan (EBC) est sécant au plan
(EFG) selon (EH) et il est sécant au plan (ABC) selon (BC).

On a bien (EH) // (BC)

Théoréme du toit :

Soient (P) et (P”) deux plans sécants selon une droite (A), (d) et (d’), deux droites respectivement
contenues dans (P) et (P”) avec (d) // (d’).

III) Repéres de ’espace :

1) Coordonnées d’un vecteur :

a) Un triplet de vecteurs (1,], 75) non coplanaires forme une base de 1’espace.

b) Propriété :

Soit (i.], k) une base de I’espace.

Tout vecteur 1 de I’espace se décompose de maniére unique dans la base (1], 72) c’est-a-dire :

Il existe un unique triplet de réels (X ;¥ ;z) tel QUE ........ooiiii e

ON dit QUE (X ;¥ 5Z) SONT ...ttt

X
Notation : u <y>

V4



Définition d’un repére de 1’espace :

Un repére de I’espace est constitué ..........ooovviiiiiiiiiiiiiiiinnienneenin

Par exemple : (O ; 7,J, k) est le repére d’origine le point O et pour base (i, k)

Coordonnées d’un point de 1’espace :

Soit (O ; 1], E) un repére de I’espace. Pour tout point M de 1’espace, il existe un unique triplet (x ;y ;z)
tel que :

OM =xi+ yj + zk
(x ;y ;2) sont les coordonnées du point M dans le repére (O ; 1,J, k)

Vocabulaire : X=............... YT e, V2T i,

2) Opérations sur les coordonnées :

X x'
On considere (O ;1,/, k) un repére de I’espace, A(xa ;Ya ;Za) , B(Xs ;Y8 ;z8) , U (y) et v (y’)
VA Z’
Le vecteur AB a pour coordonnées : ............ccoeeeeveninnnn..
Le milieu du segment [AB] a pour COOrdoNNEES : ... ... ce. vee cer wer cee ven ven v e

U + v a pour coordonnées... ... ... ... ... ... SiA €R, AU a pour coordonnées ... ... ... ... ...

3) Représentation paramétrique d’une droite :

Soit un point A de coordonnées (Xa ;¥a ;za) dans un repére de I’espace et ¢ un vecteur de coordonnées

a
<b> dans ce méme repére.
C

La droite (d) passant par A et de vecteur directeur i est I’ensemble des points M de I’espace tels que :

AULrEMENT dit ;oo e e e e e e e e e ven e e e

En raisonnant en coordonnées, en posant M(x ;y ;z) , on obtient :

Ce systéme obtenu est appelé .ueeeeeeeeeireieieneariurereniaiarurusesenieiarsenenennns




Remarque : Une droite admet une infinité de représentations paramétriques.

Exemples :

-2
1) Soit la droite (d) passant par A(5 ;-2 ;1) et de vecteur directeur : u ( 3 >
6

Une représentation paramétrique de (d) est :

2) On consideére la droite (AB) avec A(-2 ;3 ;1) etB(1;4;-5)

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB)



