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T) Rappels sur |'utilisation des arbres pondérés :
- Chaque issue est représentée par un chemin
- Chaque chemin est constitué de branches

a) On applique le principe multiplicatif pour déterminer la probabilité de chaque issue
en multipliant les probabilités de toutes les branches qui constituent le chemin.

b) Pour calculer la probabilité d'un événement, on ajoute les probabilités de toutes
les issues qui constituent |'événement.

Exemple :
On lance deux fois de suite un dé non truqué a six faces numérotées de 1 a 6. On

modélise cette situation d I'aide d'un arbre pondéré :
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Sur chaque branche, on a une probabilité de Py

Remarque : Si on avait effectué trois tirages successifs, |'arbre aurait été compliqué
a représenter a cause de ses trois hiveaux de branches.

Si on note Q I'univers , il contient 36 éléments (il y a 36 chemins dans |'arbre = 36
issues possibles)

On considére deux événements :
A : « Obtenir deux chiffres pairs » et B: « Obtenir au moins un 6 »
9 issues correspondent a I'événement A.
eeg 11 1
Chaque issue a une probabilité égale a 6 %6 = 36
Donc P(A) =9 R
onc P(A) = 9x 36 - 2
11 issues correspondent a |'événement B.

1 11
=llx— = —
Donc P(B) X 36 36
Considérons la variable aléatoire X qui compte le nombre de 6 obtenus :
Ecrivons la loi de probabilité de X :

zi 0 1 2
PX=2) 25 | 10 1
36 36 36

On choisit maintenant de modéliser la situation précédente de la fagon suivante :
On considére |'événement S : « On obtient 6 »
Arbre pondéré :
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S est |'événement contraire de S
On peut considérer qu'obtenir S est un succes et S un échec.

IT) Epreuve de Bernoulli. Schémas de Bernoulli :
1) Définition d'une épreuve de Bernoulli de paramétre p :
C'est une expérience aléatoire n'ayant que deux issues possibles :
- Soit succes avec une probabilité p
- Soit échec avec une probabilité 1 - p
Exemples : jeu de Pile ou Face, on vise une cible : on réussit ou on échoue




2) Variable de Bernoulli :
Soit X variable aléatoire valant O en cas d'échec et 1 en cas de succes. On obtient la
loi de probabilité suivante :

2 0 1
PX=2) | 1-p | p

Calcul de |'espérance de X :
E(X)=0x(1-p)+1xp=p
Calcul de la variance de X :
V(X) = (1- p)x(0 - p)* + p(1 - p)*
=(1-p)p*+p-py
= p(1-p) (p+1-p)
=p(1 - p)

3) Schéma de Bernoulli :

a) Définition :

Soit n un entier naturel non-nul et p € [0;1]

Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de
maniére indépendante une méme epreuve de Bernoulli de parameétre p.

Exemples :
- On lance dix fois de suite un dé a six faces parfaitement équilibré et on s'intéresse

a I'événement : « Obtenir 6 »

- Dans une trés grande entreprise (afin d'assurer |'indépendance des réponses
obtenues) on interroge séparément 40 employés pour savoir si ils sont satisfaits de
leurs conditions de travail.

b) Coefficients binomiaux :

Activité de découverte :
Une entreprise fabrique des pieces pour |'industrie automobile. Elle a un cahier des
charges avec des normes de fabrication que doivent vérifier les pieces produites.
Chaque piéce a une probabilité p d'étre en conformité avec ces normes et q=1-p de
he pas |'étre.
On choisit de prélever au hasard n piéces de maniére indépendante.
Notons X, : la variable aléatoire qui compte le nombre de pieces en conformité dans
le prélevement effectué.
1) On préléve deux piéces. Construire un arbre pondéré pour cette situation.
Combien de chemins menent a I'événement (X, = 0) ? M@me question avec (X, = 1) et
(Xz = 2) ?
2) On préleve trois pieces. Construire un arbre pondéré pour cette situation.
Combien de chemins menent a I'événement (X; = 0) ? M@me question avec (X3 = 1),

(X3:2) et (X3:3)7
n)le
k

nombre de chemins correspondant a I'événement (X, = k) quand on a prélevé n pieces.

3) Soit n entier naturel, et soit k entier naturel tel que O<k<n, on note




Se lit « k parmi n ».

Déterminer la probabilité de I'événement (X, = k) en utilisant la notation (2)

Solution :
1) Notons C pour conforme et C pour non conforme :

- 1 seul chemin méne & I'événement (X; = 0)
- 2 chemins ménent a |'événement (X, = 1)
- 1 seul chemin meéne a |I'événement (X; = 2)

2)

Al

<

l-p

- 1 seul chemin correspond a |'événement (X; = 0)

- 3 chemins corespondent a |'événement (X; = 1)

- 3 chemins correspondent a I'événement (X; = 2)

- 1 seul chemin correspond a |'événement (X3 = 3)
3) On considére |'événement (X, = k) :

Q)




Ilya (Z chemins corespondants da cet événement dans |'arbre et chaque chemin a

une probabilité p* x (1 - p)"~*: car pour chaque chemin, il y a k succés et donc n - k
échecs.

Par conséquent :

P(X, = k) = (’;)pkx(l-p)”'k

Définition :
Soitne INet k € N tel que O<k<n

Les coefficients binomiaux sont les (Z) ( se lit « k parmi n ») désignant le nombre

de chemins correspondants a k succes lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes.

Propriétés :

a) Par convention :

by [7]+] " |-
k k+1
Triangle de Pascal

(Blaise Pascal (1623-1662) : Mathématicien, physicien, inventeur, philosophe,
moraliste et théologien frangais )
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On retrouve les valeurs qui correspondent au nombre de chemins dans |'activité de
découverte précédente.

Remarque :
Soient a et b deux nombres réels :

(a+b)°= 1
(a+b) = la+1b
(a+b)*= 1a°+2ab + 1b®



(a+b)*=1a®+ 3a°b + 3ab® + 1b°
On retrouve les coefficients du triangle de Pascal.
(C 'est le binome de Newton)

Utilisation de la calculatrice pour calculer les (Z) : (casio graph 35+)
Exemple :

Calcul de (21? : Dans le menu RUN, appuyer ensuite sur OPTN puis F6 puis PROB

puis 20 puis nCr puis 11
Résultat affiché : 167 960

IIT) Loi binomiale :
1) Probabilité :
On considére un schéma de Bernoulli constitué de n épreuves de Bernoulli
indépendantes, de parameétre p.
On pose X variable aléatoire qui compte le nombre de succes :

P(X = k) = (Z)p"x(l-p)“'k

On dit gue X suit une loi binomiale de paramétres n et p

Exemple :
On tire successivement avec remise cinq cartes dans un jeu de 32 cartes. Quelle est

la probabilité d'avoir trois trefles ?

Le fait de tirer les cartes avec remise assure d'avoir la méme épreuve de Bernoulli
répétée 5 fois. (il y a bien a chaque fois deux issues possibles : ou bien la carte est un
trefle ou bien elle ne I'est pas)

Posons X la variable aléatoire qui compte le nombre de trefles a |'issue des 5 tirages.

1
X suit une loi binomiale de parametres (5 ; 2 )  (carily a8 tréfles dans un jeu de

8
32 cartes: —

1
2'4)

5 1., 3, 1 9 45
P(X = = — —) =1 — — = | —
OnaP(X =3) (3)x(4)x(4) Ox64x16 512
2) Espérance, variance et écart-type :
On considére une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de parameétres net p :

E(X)=np
V(X) = np(1 - p)
a(X) = Vnp(1-p)

Remarque : Comme on a répété la méme épreuve de Bernoulli n fois, sachant qu‘une
variable de Bernoulli a une espérance de p, on peut espérer gagner nxp.



IV) Echantillonnage :
1) Rappel de seconde :

Dans une population, la proportion d'un caractére est p. On s'intéresse a un
échantillon de taille n de cette population. On détermine la fréquence f du caractere
dans cet échantillon.

Exemple :
On estime dans la population frangaise la part des gauchers a 13 %. On peut étudier
ce caractere a |'échelle d'une classe (échantillon).

Définition : (Intervalle de fluctuation au seuil de 95%)

Dans une population, on considére un caractere ayant une proportion p.

On étudie ce caractére sur un échantillon de taille n. On appelle f la fréquence de ce
caractere dans cet échantillon :

Si 0,2<p=<08etnz=25,alors dans 95% des cas au moins,

1 1
felp - \/; ,P"'\/;]

1 1
[p- 7 . p* 7 ]est appelé intervalle de fluctuation au seuil de 95%
IrRLar

Exemple :
Au Royaume-Uni, 31% des collégiens souffrent d'asthme.

Dans un collége de 284 éleves, 81 ont précisé souffrir d'asthme sur leur fiche
médicale.

La fréquence observée sur cet échantillon appartient-elle a I'intervalle de fluctuation
au seuil de 95% ?

Soit f : fréquence observée
81
= — ~0,285
f 284 '
Onap=0,31letn=284.
Ces valeurs vérifient bien les conditions vues précédemment :

(02<p=<08eftn=25)

1 1
031- — =0,2507 et 0,31+ ~ 0,3693
V284 V284

1
Onabienfe[0,31- — ;0,31 +
[ V284 V284 ]

2) Intervalle de fluctuation selon la loi binomiale :
a) Définition :
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres (n ; p),

7/ X rd .
I'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la fréquence f = ~, surun échantillon

a b . .
de taillenest: I =] P ; " ] ol a et b sont deux entiers naturels les plus



petits possibles tels que :

P(X <a)>0,025
P(X <b) >0,975

Pour déterminer a et b, on va calculer un tableau de probabilités cumulées. On va
utiliser la calculatrice.

b) Utilisation de la calculatrice : (casio graph 35+)
Menu TABLE — OPTN — STAT - DIST — BINM - Bcd

A |'écran : BinominalCD(X,n,p)  (n et p étant les paramétres de la loi binomiale de X)
Ensuite : SET permet de régler les valeurs de k. On en déduit a et b en vérifiant les
deux conditions encadrées au-dessus.

(Voir les exemples en exercices)

c) Prise de décision :
- On fait I"hypothése que la proportion d'un caractére dans une population est p.
- On mesure la fréquence f sur un échantillon de taille n

b
- On détermine I = [ a o]
n'n

- Si f € I, alors I'hypothese est acceptée au seuil de 95%
- Si f ¢ I, alors I'hypothése est rejetée au seuil de 5 %



